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΄Ασκηση 1. Θεωρούµε τους ακόλουθους υπόχωρους του R4
:

V =
〈
(1, 2, 1,−1), (1, 1, 1, 1)

〉
και W =

〈
(−1, 1,−1, 1), (0, 1, 0, 1)

〉
(1) Είναι το άθροισµα V+W ευθύ ;

(2) Πόσοι υπόχωροι Z του R4
υπάρχουν έτσι ώστε V⊕ Z = R4

; ∆ικαιολογήστε την απάντηση σας.

Λύση. Τα σύνολα διανυσµάτων {(1, 2, 1,−1), (1, 1, 1, 1)} και {(−1, 1,−1, 1), (0, 1, 0, 1)} είναι γραµ-

µικά ανεξάρτητα και άρα αποτελούν ϐάσεις αντίστοιχα των υπόχωρων V και W. Συνεπώς έχουµε

dimR V = 2 και dimRW = 2. Ο υπόχωροςV+W = 〈(1, 2, 1,−1), (1, 1, 1, 1), (−1, 1,−1, 1), (0, 1, 0, 1)〉,
αλλά 

1 2 1 −1
1 1 1 1
−1 1 −1 1
0 1 0 1

 Γ2→Γ2−Γ1

Γ3→Γ3+Γ1

//


1 2 1 −1
0 −1 0 2
0 3 0 0
0 1 0 1

 Γ2→Γ2+Γ4

Γ3→Γ3−3Γ4

//


1 2 1 −1
0 0 0 3
0 0 0 −3
0 1 0 1

 Γ2↔Γ4//


1 2 1 −1
0 1 0 1
0 0 0 −3
0 0 0 3

 Γ4→Γ4+Γ3//


1 2 1 −1
0 1 0 1
0 0 0 −3
0 0 0 0

 Γ3→− 1
3

Γ3//


1 2 1 −1
0 1 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0


και άρα

V+W = 〈(1, 2, 1,−1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 0, 1)〉
Το σύνολο διανυσµάτων {(1, 2, 1,−1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 0, 1)} αποτελεί ϐάση του V + W, αφού είναι

γραµµικά ανεξάρτητο, και συνεπώς dimR V+W = 3. Τότε

3 = dimR V+W 6= dimR V+ dimRW = 2 + 2 = 4

και εποµένως το άθροισµα V+W δεν είναι ευθύ.

Για το δεύτερο ερώτηµα, Ϲητάµε υπόχωρους Z του R4
έτσι ώστε V ⊕ Z = R4

. Αφού dimR V = 2
ϑέλουµε επιπλέον δυο διανύσµατα γραµµικά ανεξάρτητα µε τα {(1, 2, 1,−1), (1, 1, 1, 1)}. ∆ηλαδή,

ϑέλουµε να συµπληρώσουµε το παρακάτω πίνακα
1 2 1 −1
1 1 1 1
α1 α2 α3 α4

β1 β2 β3 β4





2

µε τέτοιο τρόπο ώστε η ορίζουσα του να είναι διάφορη του µηδενός. Θεωρούµε τα διανύσµατα (α1, α2, α3, α4) =
(0, 0, 1, 0) και (β1, β2, β3, β4) = (0, 0, 0, λ) µε λ 6= 0, δηλαδή Z = 〈(0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, λ)〉. Τότε εύκολα

διαπιστώνουµε ότι το σύνολο

{(1, 2, 1,−1), (1, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, λ)}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Εποµένως, υπάρχουν άπειροι υπόχωροι Z του R4

έτσι ώστε V ⊕ Z = R4
.

2

΄Ασκηση 2. Να εξετάσετε αν ισχύει ότι : R3[t] = V ⊕W, όπου V και W είναι οι ακόλουθοι υπόχωροι

του R3[t]:

V =
〈
1, t+ t2, 2 + 3t+ 3t2

〉
και W =

〈
t, t3

〉
Λύση. Καταρχήν παρατηρούµε ότι

2 + 3t+ 3t2 = 2 · 1 + 3 · (t+ t2)

και άρα

V =
〈
1, t+ t2

〉
Τα διανύσµατα 1, t+ t2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα αφού αν

λ1 · 1 + λ2 · (t+ t2) = 0 =⇒ λ1 · 1 + λ2 · t+ λ2 · t2 = 0 · 1 + 0 · t+ 0 · t2 + 0 · t3

=⇒ λ1 = λ2 = 0

Συνεπώς dimR V = 2. ΄Οµοια dimRW = 2 αφού το σύνολο διανυσµάτων {t, t3} είναι γραµµικά

ανεξάρτητο. Για να είναι το άθροισµα ευθύ, δηλαδή για να ισχύει ότι R3[t] = V ⊕W, ϑα πρέπει το

σύνολο διανυσµάτων

{1, t+ t2, t, t3}
να είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Πράγµατι, εύκολα διαπιστώνουµε ότι το παραπάνω σύνολο είναι γραµ-

µικά ανεξάρτητο και άρα: R3[t] = V⊕W. 2

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολα του R4
:

W1 = {(t, 2t,−t, t) ∈ R4 | t ∈ R}, W2 = {(t, s, t− 3s,−s) ∈ R4 | t, s ∈ R}

W3 = {(t, s, 0, r) ∈ R4 | t− 2s+ r = 0}
(1) Να δείξετε ότι τα υποσύνολα W1,W2,W3 είναι υπόχωροι του R4

και να ϐρεθεί η διάσταση τους.

(2) Να εξετασθεί αν το άθροισµα W1 +W2 +W3 είναι ευθύ.

(3) Να δείξετε ότι R4 = W1 ⊕ (W2 +W3).

Λύση. Αφού

W1 = 〈(1, 2,−1, 1)〉, W2 = 〈(1, 0, 1, 0), (0, 1,−3,−1)〉, W3 = 〈(2, 1, 0, 0), (−1, 0, 0, 1)〉
έπεται ότι ταW1,W2,W3 είναι υπόχωροι τουR4

. Επίσης, τα σύνολα διανυσµάτων {(1, 0, 1, 0), (0, 1,−3,−1)}
και {(2, 1, 0, 0), (−1, 0, 0, 1)} είναι γραµµικά ανεξάρτητα και άρα έχουµε : dimRW1 = 1, dimRW2 = 2
και dimRW3 = 2. Ο υπόχωρος W1 +W2 +W3 παράγεται από τα διανύσµατα

W1 +W2 +W3 = 〈(1, 2,−1, 1), (1, 0, 1, 0), (0, 1,−3,−1), (2, 1, 0, 0), (−1, 0, 0, 1)〉
΄Οµως τα παραπάνω διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα και dimR(W1 +W2 +W3) = 4. Συνεπώς

4 = dimR(W1 +W2 +W3) 6= dimRW1 + dimRW2 + dimRW3 = 1 + 2 + 2 = 5
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και άρα το άθροισµα W1 +W2 +W3 δεν είναι ευθύ. Για το τελευταίο ερώτηµα, ο υπόχωρος W2 +W3

παράγεται από τα διανύσµατα

W2 +W3 = 〈(1, 0, 1, 0), (0, 1,−3,−1), (0, 0, 1, 1)〉
διότι 

1 0 1 0
0 1 −3 −1
2 1 0 0
−1 0 0 1

 Γ3→Γ3−2Γ1

Γ4→Γ4+Γ1

//


1 0 1 0
0 1 −3 −1
0 1 −2 0
0 0 1 1

 Γ3→Γ3−Γ2//


1 0 1 0
0 1 −3 −1
0 0 1 1
0 0 1 1


Γ4→Γ4−Γ3//


1 0 1 0
0 1 −3 −1
0 0 1 1
0 0 0 0


Τότε ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1 1
1 0 1 0
0 1 −3 −1
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0

και άρα το σύνολο διανυσµάτων {1, 2,−1, 1), (1, 0, 1, 0), (0, 1,−3,−1), (0, 0, 1, 1)} είναι γραµµικά

ανεξάρτητο. Συνεπώς έχουµε : R4 = W1 ⊕ (W2 +W3). 2

΄Ασκηση 4. ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση.

(1) Αν f2 = f , να δείξετε ότι E = Ker f ⊕ Im f .
(2) Αν f2 = IdE, να δείξετε ότι E = V1 ⊕ V2 όπου :

V1 =
{
~x ∈ E | f(~x) = ~x

}
και V2 =

{
~x ∈ E | f(~x) = −~x

}
Λύση. ∆ιαγραµµατικά έχουµε :

E
f //

f2

99E
f // E

όπου στην πρώτη περίπτωση ισχύει : f2(~x) = f(f(~x)) = f(~x),∀~x ∈ E, ενώ στη δεύτερη περίπτωση

έχουµε : f2(~x) = f(f(~x)) = ~x, ∀~x ∈ E.

(1) Αφού f2(~x) = f(~x), ∀~x ∈ E, τότε :

f(f(~x)) = f(~x) =⇒ f(f(~x)− ~x) = ~0 =⇒ f(~x)− ~x ∈ Ker f

΄Αρα το τυχαίο διάνυσµα ~x ∈ E γράφεται ως : ~x = (~x−f(~x))+f(~x) ∈ Ker f +Im f . Συνεπώς

έχουµε :

E = Ker f + Im f (1)

΄Εστω ~x ∈ Ker f ∩ Im f , δηλαδή ~x ∈ Ker f και ~x ∈ Im f . ΄Αρα f(~x) = ~0 και f(~y) = ~x για

κάποιο ~y ∈ E. Τότε

f(~x) = f(f(~y)) = f2(~y) = f(~y) = ~x =⇒ ~x = ~0

και άρα

Ker f ∩ Im f = {~0} (2)

Εποµένως, από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι E = Ker f ⊕ Im f .
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(2) ΄Εστω ~x ∈ V1 ∩ V2, δηλαδή ~x ∈ V1 και ~x ∈ V2. Τότε{
f(~x) = ~x
f(~x) = −~x =⇒ ~x = −~x =⇒ 2~x = ~0 =⇒ ~x = ~0 =⇒ V1 ∩ V2 = {~0} (3)

Ας υποθέσουµε τώρα ότι κάποιο ~x ∈ E γράφεται ως ~x = ~x1 + ~x2 µε ~x1 ∈ V1 και ~x2 ∈ V2. Τότε

f(~x) = f(~x1) + f(~x2) = ~x1 − ~x2 και άρα{
~x = ~x1 + ~x2

f(~x) = ~x1 − ~x2
=⇒

{
2~x1 = ~x+ f(~x)
2~x2 = ~x− f(~x) =⇒

 ~x1 = 1
2(~x+ f(~x))

~x2 = 1
2(~x− f(~x))

΄Εστω ~x ∈ E. Τότε

~x =
~x+ f(~x)

2
+
~x− f(~x)

2
∈ V1 + V2

αφού

f(
~x+ f(~x)

2
) =

1

2
(f(~x) + f2(~x)) =

1

2
(f(~x) + ~x) =

~x+ f(~x)

2
και

f(
~x− f(~x)

2
) =

1

2
(f(~x)− f2(~x)) =

1

2
(f(~x)− ~x) = −(~x− f(~x)

2
)

Εποµένως, χρησιµοποιώντας τη σχέση f2(~x) = ~x, ∀~x ∈ E, δείξαµε ότι ~x ∈ V1 + V2. Συνεπώς

έχουµε

E = V1 + V2 (4)

΄Αρα, από τις σχέσεις (3) και (4) έχουµε το Ϲητούµενο : E = V1 ⊕ V2. 2

΄Ασκηση 5. ΄Εστω ότι V1, V2, · · · , Vm είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E. Θεωρούµε τον

K-διανυσµατικό χώρο V1 × V2 × · · · × Vm και ορίζουµε µια απεικόνιση

f : V1 × V2 × · · · × Vm −→ E, f(~v1, ~v2, · · · , ~vm) = ~v1 + ~v2 + · · ·+ ~vm

(1) Να δείξετε ότι η f είναι γραµµική.

(2) Ποιά είναι η εικόνα Im(f) της f ;
(3) Να δείξετε ότι η f είναι µονοµορφισµός αν και µόνον αν το άθροισµα V1 +V2 + · · ·+Vm είναι

ευθύ.

(4) Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός αν και µόνον αν E = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm.

Λύση. (1) ΄Εστω (~x1, ~x2, · · · , ~xm), (~y1, ~y2, · · · , ~ym) ∈ V1 × V2 × · · · × Vm και λ ∈ K. Τότε :

f((~x1, ~x2, · · · , ~xm) + (~y1, ~y2, · · · , ~ym)) = f(~x1 + ~y1, ~x2 + ~y2, · · · , ~xm + ~ym)

= ~x1 + ~y1 + ~x2 + ~y2 + · · ·+ ~xm + ~ym

= ~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xm + ~y1 + ~y2 + · · ·+ ~ym

= f(~x1, ~x2, · · · , ~xm) + f(~y1, ~y2, · · · , ~ym)

και

f(λ(~x1, ~x2, · · · , ~xm)) = f(λ~x1, λ~x2, · · · , λ~xm)

= λ~x1 + λ~x2 + · · ·+ λ~xm

= λ(~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xm)

= λf(~x1, ~x2, · · · , ~xm)

Εποµένως, η f είναι γραµµική απεικόνιση.
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(2) Η εικόνα Im(f) της f είναι

Im f =
{
~x ∈ E | ∃ (~v1, ~v2, · · · , ~vm) ∈ V1 × V2 × · · · × Vm : f(~v1, ~v2, · · · , ~vm) = ~x

}
=

{
~x ∈ E | ∃ (~v1, ~v2, · · · , ~vm) ∈ V1 × V2 × · · · × Vm : ~v1 + ~v2 + · · ·+ ~vm = ~x

}
= {~v1 + ~v2 + · · ·+ ~vm ∈ E | ~vi ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ m}
= V1 + V2 + · · ·+ Vm

(3) ΄Εστω ότι η f είναι µονοµορφισµός. Θα δείξουµε ότι για το άθροισµα V1 +V2 + · · ·+Vm ισχύει

η µοναδικότητα της γραφής. ΄Εστω ~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xm = ~y1 + ~y2 + · · ·+ ~ym όπου ~x1, ~y1 ∈ V1,

· · · , ~xm, ~ym ∈ Vm. Τότε :

f(~x1, · · · , ~xm) = f(~y1, · · · , ~ym)
f :1-1 +3 (~x1, · · · , ~xm) = (~y1, · · · , ~ym)

και άρα ~x1 = ~y1, · · · , ~xm = ~ym. Εποµένως το άθροισµα V1 + V2 + · · ·+ Vm είναι ευθύ.

Αντίστροφα, έστω f(~x1, · · · , ~xm) = f(~y1, · · · , ~ym), δηλαδή ~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xm = ~y1 + ~y2 +
· · · + ~ym όπου ~x1, ~y1 ∈ V1, · · · , ~xm, ~ym ∈ Vm. Τότε αφού ισχύει η µοναδικότητα της γραφής,

έπεται άµεσα ότι ~xi = ~yi, 1 ≤ i ≤ m και άρα (~x1, · · · , ~xm) = (~y1, · · · , ~ym). Εποµένως η f είναι

µονοµορφισµός.

(4) ΄Εστω ότι η f είναι ισοµορφισµός. Τότε αφού η f είναι µονοµορφισµός έπεται από το (3) ότι το

άθροισµα V1 + V2 + · · · + Vm είναι ευθύ. Επίσης, η f είναι επιµορφισµός και άρα Im f = E.

Συνεπώς, από το (2) έχουµε ότι V1 + V2 + · · ·+ Vm = E. ΄Αρα: E = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm.

Αντίστροφα, αν E = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm τότε E = V1 + V2 + · · · + Vm και το άθροισµα

V1+V2+· · ·+Vm είναι ευθύ. Από τα (2) και (3) έπεται ότι E = Im f , δηλαδή η f : επιµορφισµός,

και f : µονοµορφισµός. Εποµένως, η γραµµική απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός. 2


